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Проблема мотивации школьника остается 
острой, что подтверждается опытом препо-
давания автора. Проблема мотивации обо-
стряется с введением стандартов второго 
поколения, так как мотив обучения стано-

вится основой личностных результатов обучения. Ос-
новой мотива обучения должны становиться внутрен-
ние познавательные интересы школьника. Рассмотрим 
возможности прагматической мотивации  школьника. 

Проблема ориентации в пространстве и на поверх-
ности Земли может являться привлекательной задачей 
для школьников старших классов и может стать осно-
вой мотива: узнать больше. Для примера рассмотрим 
задачи ориентации на сферической поверхности, до-
ступные школьнику. 

Введем некоторую терминологию, позволяющую 
соединить известный школьникам математический ап-
парат и используемую в мореплавании систему ориен-
тации.

Далее под обсервацией будем понимать определе-
ние места наблюдателя относительно некоторых ори-
ентиров. Основой обсервации является понятие нави-
гационного параметра.

Навигационным параметром будем называть изме-
ряемую величину, зависящую от координат места на-
блюдателя и характеризующую геометрию физическо-
го поля ориентира.

Чаще всего для обсервации используются следую-
щие навигационные параметры:

• пеленг ориентира;
• расстояние от наблюдателя до ориентира;
• горизонтальный угол между двумя ориентирами;
• вертикальный угол ориентира;
• высота светила над горизонтом;
• разность расстояний от наблюдателя до двух ори-

ентиров;
• расстояние от наблюдателя до космического ори-

ентира.
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Для изучения характеристик геометрии поля вво-
дится понятие изолинии.

Изолинией называется геометрическое место то-
чек, в которых величина навигационного параметра 
постоянна. Многие изолинии на крупномасштабных 
Меркаторских картах1 выглядят практически прямыми 
линиями. 

В частном, простейшем случае можно фиксиро-
вать, что значение любого из вышеперечисленных на-
вигационных параметров является функцией И(φ,λ), 
где φ — долгота местности, а λ — широта на поверх-
ности Земного шара. Изолиния получается тогда, когда 
эта функция, при изменении широты и долготы остает-
ся постоянной. Очевидно, для определения места на-
блюдателя недостаточно одного навигационного па-
раметра, например, И1(φ,λ), необходимо измерение, по 
крайней мере, двух навигационных параметров, изо-
линии которых пересекаются:

При наличии такой системы уравнений для опреде-
ления места может быть использовано четыре метода 
решения уравнений изолиний:

1. Аналитический, заключающийся в разрешении 
вышеприведенной системы относительно φ и λ.

2. Графический метод заключается в построении 
изолиний, соответствующих значениям навигацион-
ных параметров, на крупномасштабной карте. Точка 
пересечения изолиний и даст нам координаты иско-
мой точки.

3. Графо-аналитический метод заключается в со-
вместном использовании графики и аналитики.

4. Метод сеток и изолиний заключается в использо-
вании карт с заранее нанесенными изолиниями, из ко-
торых остается лишь выбрать те, которые соответству-
ют нашей системе.

Наиболее привлекателен аналитический метод, по-
скольку он дает наиболее точные результаты и едино-
образен в своей реализации. Кроме того, изучаемая в 
школе математика также отдает предпочтение анали-
тическому методу. Однако такая система не всегда име-
ет аналитическое решение, также как не всегда можно 
реализовать решение другим способом. Тем не менее, 
существует простой, доступный пониманию школьни-
ка метод, называемый методом изолиний и градиентов.

Градиентом скалярного поля называется вектор, 
выражающий изменчивость значений поля по направ-
лению нормали к изолинии:

          .

Если ученик умеет вычислять частные производные 
и знаком с основами векторной алгебры, чему, однако, 
легко обучить и в рамках спецкурса, то направление и 
модуль градиента для любого навигационного параме-
тра вычисляется элементарно.

Вектор градиента указывает направление наибы-
стрейшего возрастания навигационного параметра, а 
его модуль равен скорости возрастания навигацион-
ного параметра при движении в направлении гради-
ента. Градиент навигационного параметра всегда пер-
пендикулярен его изолинии, направление градиента 
почти всегда легко определить относительно ориенти-
ра, по отношению к которому измеряется данный на-
вигационный параметр. Например, градиент навига-
ционного параметра — высота светила над горизон-
том — направлен, очевидно, прямо на это светило, а 
его модуль равен единице с размерностью: одна мину-
та возвышения на морскую милю перемещения по по-
верхности Земли в направлении азимута светила.

По координатам λ, φ всегда можно вычислить лю-
бой другой навигационный параметр, так как все ори-
ентиры нанесены на карту и их координаты совершен-
но точно известны. В таком случае, измеряя (например, 
секстаном) действительное значение навигационного 
параметра, мы можем получить разницу между вычис-
ленным значением параметра и измеренным. Пользу-
ясь направлением градиента и его модулем, мы легко 
сможем вычислить, куда и насколько нам надо переме-
ститься относительно наших предполагаемых коорди-
нат φ, λ, чтобы получить точку на изолинии нашего на-
вигационного параметра, через которую на карте мы 
и проводим (перпендикулярно направлению градиен-
та) нашу изолинию. Поступая аналогично с каким-ли-
бо другим навигационным параметром и прочертив на 
карте его изолинию, мы и получим наше местоположе-
ние на карте в точке пересечения построенных изоли-
ний. Полагаю, что этот древний метод обсервации суд-
на вполне доступен пониманию современного школь-
ника.

Более сложно вычисление навигационных параме-
тров планетарных объектов Солнечной системы, по-
скольку это связано с использованием планетарных 
эфемерид2, имеющих достаточно сложное аналитиче-
ское выражение. 

Известна легенда об Эйлере, который взялся вы-
числить эфемериды Луны за два дня, когда Российская 
Академия просила на это два месяца. Эйлер выполнил 
работу, но при этом ослеп на один глаз, настолько на-
пряженной была эта работа. Это удивительно, но эфе-
мериды планет могут вычислять школьники при зна-
нии законов Кеплера и плоскостей обращения плане-
ты. При использовании современных средств вычис-
ления такая работа безопасна для здоровья школьни-
ка.
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1  Меркаторская карта образуется с помощью специальной про-
екция — свернутый трубкой лист надевается вертикально на глобус, 
после чего объекты на глобусе проектируются на лист из центра 
глобуса. Полученная совокупность проекций и составляет мерка-
торскую карту Земли.

jyUixUyxdUaGr

 )()(),(  

  2 Эфемерида планеты — это функция F(φ,λ,T), где Т — текущий 
момент времени, φ, λ — координаты планеты на небесной сфере.
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Опишем метод получения эфемерид конспективно, 
он порождает целую серию простых, но увлекательных 
для школьника задач. Для человека, немного разбираю-
щегося в геометрии, этого описания будет достаточно. 

Задачей элементарной математики и аналитиче-
ской геометрии является нахождение координат точ-
ки в геоцентрической декартовой системе коорди-
нат (рис. 1) и в топоцентрической декартовой системе 
координат (рис. 2) с началом в точке с координатами  
(φ, λ). Связь координат декартовых систем при поворо-
те вокруг одной из осей и при параллельном перено-
се начала системы координат описана в источнике [13]. 
Этих сведений достаточно для решения поставленной 
задачи, то есть нахождения связи между координатами 
точки в разных системах.

Несколько более сложной, но также решаемой эле-
ментарными средствами является задача о нахожде-
нии связи между координатами произвольно располо-
женных декартовых систем.

Рис. 1. Геоцентрическая декартова система координат

Рис. 2. Топоцентрическая декартова система координат на 
поверхности сферы в точке (φ, λ) 

Далее, если нам из законов Кеплера известно поло-
жение Земли (в каждый данный момент времени), то в 
системе Гелиоцентрической декартовой (рис. 3) можно 
легко написать в координатной форме вектор à  анало-
гично вектор b


. В таком случае легко в координатной 

форме получить и вектор ñ . Выразив последний в то-
поцентрической декартовой системе наблюдателя, мы 

с легкостью можем получить азимут Нептуна в данный 
момент времени — это угол между горизонтальным на-
правлением на Север и горизонтальным направлени-
ем на Нептун; а также возвышение планеты — это угол 
между направлением на планету и нормалью к поверх-
ности Земли в точке наблюдателя. Но это и есть эфеме-
рида планеты Нептун для данной точки Земли (рис. 3). 
Решая обратную задачу по возвышению и азимуту пла-
неты, мы и получим наши координаты. 

Неявным предположением в наших рассуждени-
ях является «одномоментность» нашей Солнечной си-
стемы, под которой понимается то, что любые одно-
типные часы, настроенные на один момент в произ-
вольной точке системы, будучи перенесены по произ-
вольным, различным маршрутам в любую другую точ-
ку Солнечной системы, должны показывать одно и то 
же время. В этом случае эфемериды могут быть распи-
саны как функции времени.

Рис. 3. Гелиоцентрическая декартова система координат  
с планетами Земля и Нептун

Мореплаватели обычно решают обратную зада-
чу табличным методом: составляют так называемые 
«Астрономические вестники», где азимуты и возвыше-
ния планет (навигационные параметры) указаны для 
всех времен года и всех координат на поверхности 
Земли. Годовые изменения эфемерид незначительны, 
что и позволяет упростить задачу нахождения коорди-
нат объекта по наблюдаемым эфемеридам. 

Однако задачи ориентировки не исчерпываются 
определением координат, зачастую необходимо знать 
расстояние до каких-то объектов, азимут направления 
на них. Подобные задачи решаются средствами сфери-
ческой тригонометрии, применяемой к приполярному 
сферическому треугольнику (рис. 4).

В точке А находится наблюдатель (с известными ко-
ординатами), в точке В — некоторый ориентир, также 
с известными координатами. Зачастую известны неко-
торые элементы этого сферического треугольника: на-

 

Солнце 

Земля 

Нептун 

Z 

Z 

Y 

X 

Y 
X 

 

 

 

 

φ

λ



№ 5 (96) сентябрь—октябрь 2014

с
и

б
и

р
с

к
и

й
  у

ч
и

т
е

л
ь

20

в  научном  поиске  

пример, азимут на ориентир и расстояние до него, ши-
рота наблюдателя (легко определяется по высоте по-
лярной звезды) и азимут или расстояние до ориенти-
ра, долгота наблюдателя (легко определяется по кора-
бельному хронометру) и расстояние или азимут ори-
ентира и т. п.

Все это вполне жизненные ситуации, и в них надо 
определить те или иные элементы сферического при-
полярного треугольника, свои координаты или коор-
динаты ориентира и т. д. Все эти задачи решаются ме-
тодами сферической тригонометрии, к рассмотрению 
которой мы и переходим.

Рис. 4. Приполярный сферический треугольник

Исторически сферической тригонометрии предше-
ствовала геометрия на сфере: построение на сфере по-
средством сферического циркуля и вспомогательных 
построений обычными инструментами на плоском ли-
сте. Далее возникли аналитическая и дифференциаль-
ная геометрии на сфере.

Первые три дисциплины: сферическая геометрия, 
построения на сфере и сферическая тригонометрия — 
чрезвычайно просты, имеют ясный наглядный смысл, 
эффективно развивают пространственное воображе-
ние и, несомненно, доступны школьнику при соответ-
ствующем методическом подходе. Отметим, что сфе-
рическая тригонометрия имеет чрезвычайно важные 
приложения в мореходной навигации, астрономии, ге-
одезии, картографии, аэрокосмической навигации. По-
этому рассмотрение элементов сферической тригоно-
метрии может служить и мотивом выбора профессии, 
основанного на осознании значимости и сложности 
профессионального знания и ситуации успеха: «оказы-
вается, я могу решать такие сложные профессиональ-
ные задачи». 

Простейшей задачей геометрии на сфере являет-
ся выявление диаметра D реальной сферы, например, 
Земли. Приведем решение этой задачи. 

На рисунке 5 из произвольной точки РN на сфере 
сферическим радиусом РNА, заведомо меньшим радиу-
са сферы, проведена (посредством сферического цир-
куля) малая окружность АВС. 

Рис. 5 

На этой окружности отмечены произвольные точки 
А, В, С. На этих произвольных точках построен плоский 
треугольник АВС.

Перенесем эту окружность на плоскость. Для по-
строения окружности переносим на плоскость вна-
чале треугольник АВС, а затем строим на плоскости 
окружность АВС, описанную вокруг треугольника АВС.

Для построения треугольника стороны АС, СВ, ВА 
замеряются на сфере сферическим циркулем и пере-
носятся на плоскость (рис. 6). На плоскости треуголь-
ник по трем сторонам строится элементарно. Затем 
строится описанная окружность, причем ее центр на-
ходится на пересечении перпендикуляров, проведен-
ных через середины сторон плоского треугольника. 

В результате построением получаем радиус малой 
окружности r (рис. 6).

Рис. 6 

Рис. 7 

Меридиан наблюдателя Меридиан ориентира
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В (φ1,λ1)
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Далее, на произвольной прямой отмечаем произ-
вольную точку РN (рис. 7), которая будет соответствую-
щей точкой сферы (рис. 5). На прямой, расположенной 
параллельно первоначальной прямой на расстоянии r 
(рис. 7), отмечаем точку F, причем расстояние РNF рав-
но сферическому радиусу РNА, либо РNВ, либо РNС рис. 5. 
Затем строим прямой угол РNFРS. Полученный отрезок 
PSPN будет искомым диаметром D, поскольку постро-
енный таким образом треугольник РNFРS лежит в диа-
метральном сечении исходной сферы, а прямой угол 
всегда опирается на диаметр окружности. 

Располагая диаметром D реальной сферы, легко 
строить на ней дуги больших окружностей, проходя-
щих через произвольные две точки (не лежащие на од-
ной прямой), называя большой окружностью для лю-
бой сферы ее сечение плоскостью, проходящей через 
центр. 

Построить дугу большой окружности можно, строя 
квадрат, вписанный в окружность диаметра D. Мы по-
лучаем его сторону как сферический радиус для по-
строения дуг больших окружностей. Пересечение дуг 
больших окружностей, проведенных из произвольных 
точек сферическим радиусом, равным стороне квадра-
та, дают две другие точки. Дуги больших окружностей, 
построенные из полученных точек, будут проходить 
через точки, первоначально заданные. 

Полюсом дуги большого круга называют любую из 
двух точек, из которых данная дуга построена. Полюса 
не лежат на этих дугах, как не лежат полюса земли на ее 
экваторе, но экватор может быть построен из любого 
полюса Земли сферическим циркулем, раствор кото-
рого равен 900. В результате таких рассуждений сфери-
ческим треугольником называют треугольник, сторо-
ны которого являются дугами больших кругов. Причем 
в сферическом треугольнике как углы, так и стороны 
удобнее всего измерять в угловой, а не линейной мере. 

Введем обозначения: заглавными буквами будем 
обозначать соответствующие углы в сферическом тре-
угольнике, а прописными буквами — угловую величи-
ну противолежащей этому углу стороны (рис. 4).

Сферический треугольник АВС, стороны которо-
го имеют полюса в вершинах другого заданного сфе-
рического треугольника А`В`С`, называется полярным 
по отношению к исходному. Для таких треугольников 
можно определить интересное соотношение.

Рассмотрим взаимно полярные сферические тре-
угольники (рис. 4). Пусть треугольник А`В`С` является 
полярным по отношению к треугольнику АВС. Но в та-
ком случае точка B` находится на расстоянии в 900 как 
от точки А, так и точки С, следовательно, она является 
полюсом дуги АС. Аналогичные утверждения легко до-
казать и для вершин A` и C`. Напомним, что любые две 
точки, не лежащие на одной прямой с центром сферы, 
однозначно определяют дугу большой окружности. 

Итак, если треугольник А`В`С` — полярный по от-
ношению к треугольнику АВС, то и треугольник АВС — 
полярный по отношению к треугольнику А`В`С`. Сле-

довательно, сферические треугольники могут быть 
только взаимно полярными.

На рисунке 8 полюс дуги А`В` находится в точке С, 
полюс дуги В`С` находится в точке А, полюс дуги А`С` 
находится в точке В.

Дуга большого круга АС пересекает дуги А`В` и В`С` 
в точках M и N соответственно. В таком случае дуги МС 
и АN равны 900, следовательно, МС + AN = 1800, или МА 
+ 2АС + CN = 1800. 

Дуга MN равна углу при вершине В`, а дуга АС есть 
не что иное, как сторона в, в итоге мы получаем соотно-
шение между углами и сторонами взаимно полярных 
треугольников: 

В` = в + 1800. 
Аналогичным образом мы можем получить и следу-

ющие соотношения: 
А` = а + 1800, 
С` = с + 1800, 
а` = А + 1800, 
в` = В + 1800, 
с` = С + 1800.

Рис. 8. Взаимно полярные сферические треугольники

Рассмотрим еще несколько простейших примеров 
из сферической геометрии.

Практически все величины на сфере: и стороны 
сферических треугольников, и дуги, и углы — удобно 
измерять в угловых единицах. Величины имеют про-
стые связи между собой.

Например, на рисунке 9 сферический угол ЕОС мо-
жет быть измерен дугой ЕС (а дуга ЕС — соответствен-
но — углом ЕОС), а также двугранным углом между 
плоскостями D и L и углом между касательными в точ-
ке P к дугам больших окружностей PCP` и PЕP`.

Располагая хордой, стягивающей дугу ЕС, напри-
мер, можно построить угол сферического треугольни-
ка ЕРС, равный углу ЕОС.

Этих соображений, дополнительно к связям, обо-
значенным к рисунку 8, вполне достаточно для того, 
чтобы построить (а следовательно, и графически ре-
шить) любой сферический треугольник по произволь-
ным трем его элементам. Например, если даны три уг-
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ла сферического треугольника, то легко найти стороны 
полярного треугольника, построить его, а затем перей-
ти к полярному треугольнику, который, очевидно, и бу-
дет искомым.

Любые две точки на сфере определяют так называ-
емый приполярный сферический треугольник, если их 
дополнить, например, точкой северного полюса и по-
парно соединить дугами больших кругов. Широты дан-
ных точек соответствуют величине дуги от данной точ-
ки до полюса, а разность их долгот равна углу между 
меридианами данных точек. 

Такие рассуждения имеют прикладное значение для 
судоводителей. Если одна из точек является точкой на-
хождения судна, а другая — некоторым ориентиром, 
расстояние или направление на который известно, за-
дача определения положения судна как раз и сводится 
к решению сферического треугольника. Расстояние или 
направление на ориентир могут определяться радаром, 
пеленгатором, либо какими-то другими приборами. 

Аналогию между сферическим и плоским треуголь-
ником удобно заложить в изложение сферической три-
гонометрии как один из принципов когнитивной пси-
хологии3. Именно она (аналогия) позволяет при сопо-
ставлении перенести многие, уже освоенные школь-
ником на плоскости понятия на сферу. Например, сфе-
рический треугольник, как и треугольник на плоско-
сти, легко построить по трем сторонам; стороне и двум 
прилежащим углам; двум сторонам и углу между ни-
ми. Данные три задачи образуют первую группу, со-
стоящую из трех типов задач сферической тригономе-
трии, решение которых заключается в нахождении не-
известных элементов сферического треугольника по 
трем известным. 

Однако по трем углам; двум сторонам и углу, проти-
волежащему одной из них, а также по двум углам и сто-
роне, противолежащей одному из них, построение, без 
знания свойств взаимно полярных сферических треу-
гольников довольно затруднительно. Эти задачи обра-
зуют вторую группу, будем их называть задачами чет-
вертого, пятого и шестого типов. Элементами сфери-
ческого треугольника мы называем как стороны, так и 
углы сферического треугольника. 

Таким образом, типом задачи сферической триго-
нометрии мы называем тот набор из трех элементов 
сферического треугольника, на основании которых 
определяются остальные элементы сферического тре-
угольника.

Данными шестью типами задач исчерпываются все 
возможные задачи для сферических треугольников. 

Вторая группа задач переходом к взаимно полярно-
му треугольнику сводится к первой группе. Это как раз 
означает, что любые три элемента сферического треу-
гольника определяют все остальные. В таком случае, 
величины недостающих элементов можно попытать-
ся найти не графическим, а, например, аналитическим 
способом. Заметим, что в случае плоского треугольни-
ка дело обстоит совершенно аналогично, за исключе-
нием только того обстоятельства, что три угла на пло-
скости не определяют однозначно плоский треуголь-
ник, а лишь с точностью до их подобия.

В практике обсервации места (определения места) 
судна задействованы все шесть типов задач для сфери-
ческих треугольников. Необходимо заметить, что воз-
можности сферической тригонометрии для ориенти-
ровки на сфере гораздо шире, нежели используемые в 
практике судовождения. 

Изучение, анализ сферических треугольников и ре-
шение задач на сфере не только позволяют трениро-
ваться в применении математических операций в не-
стандартной ситуации, но и значительно стимулиру-
ют развитие пространственного воображения. Рас-
смотренные выше задачи трудно понять без хорошего 
пространственного воображения. Оказалось, что в ка-
честве гуманитарной основы для изложения сфериче-
ской тригонометрии удобно предложить фантастиче-
ский сюжет из романа Х. Клеменса [6]. Наложение ин-
тригующей сюжетной линии на абстрактные математи-
ческие преобразования позволяют «оживить», «очело-
вечить» математику, сделать ее еще интересней. 

Предлагаемый роман написан так, что его удобно 
использовать как иллюстрацию необычных физиче-
ских эффектов, которые хорошо моделируются. В ро-
мане на сферической планете Месклин с повышенной 
гравитацией и большой угловой скоростью враще-
ния судовождением занимаются по метановым морям 
местные жители — Месклиниты. Землянам надо найти 
потерянный на поверхности планеты исследователь-
ский зонд, при этом сами земляне на планету спустить-
ся не могут из-за высокой гравитации. Приходится до-
говариваться с местными жителями, за что последние 

3 Когнитивная психология — психология мыслительных про-
цессов. В данной статье используется описание из книги Р. Л. Солсо 
[12].

Рис. 9. Сферический угол и способы его измерения
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требуют лишь одного — поделиться с ними знаниями, 
и в первую очередь методическими научно-исследова-
тельскими подходами, позволяющими таковые добы-
вать. При этом Месклиниты обладают замечательными 
интеллектуальными способностями, например, наблю-
дая за людьми в низких широтах, где они могут с ними 
встретиться, и слыша их речь, в состоянии разобрать-
ся в языке Землян.

На этой фантастической планете из-за высокой ско-
рости ее вращения широту местности можно опреде-
лять простыми пружинными весами, угловые высоты 
геостационарных спутников, которыми обладает Ме-
склин, позволяют оценить долготу местности.

В предлагаемом гуманитарном сюжете инопланетя-
не располагают картой местности, нанесенной на сфе-
ру из водяного льда и, не зная свойств взаимно поляр-
ных сферических треугольников, умеют решать толь-
ко первую группу задач путем построения их на сфе-
ре. Они имеют представление о делении углов, знают 
начала арифметики и простейшие свойства геометри-
ческих фигур. Практически, то, что знает любой совре-
менный школьник, изучая геометрию.

Являясь на своей планете торговцами, жители пла-
неты привыкли к тому, что мышление должно быть 
прагматичным. Их необычайно поражает тот факт, что 
отвлеченные рассуждения о полярных треугольниках 
могут внезапно дать громадную пользу в навигацион-
ной практике. Обладая развитым мышлением, они на-
чинают понимать, что познанием не всегда руково-
дит непосредственная практическая польза, что зако-
ны познания шире и менее очевидны, нежели уже по-
знанные ими законы материального мира. В сущности, 
любые отношения между объектами могут представ-
лять практическую ценность. Далее развитие их зна-
ний идет под управлением Землян, аргументирующих 
введение новых определений, оправдывающих новые 
рассмотрения и исследования, интерпретирующих по-
лученные результаты и указывающих пути их исполь-
зования. Генезис сферической тригонометрии при 
этом сокращается и определяется необходимостью ре-
шения совершенно определенных типов задач. 

В практике работы учителя все рассуждения долж-
ны соответствовать принципам когнитивной психоло-
гии человечества, так как нашей конечной целью яв-
ляется обучение сферической тригонометрии школь-
ников, а вовсе не инопланетян. Приведем некоторые 
принципы когнитивной психологии, которым изложе-
ние данного фрагмента должно удовлетворять:

1. Для лучшего усвоения нового материала надо ис-
кать корни нового в старом или аналогии новому в ста-
ром. Полезные аналогии можно не только выявлять, но 
и создавать искусственно.

2. Обучать новому знанию следует, сообщая не толь-
ко новые факты, но и учитывая влияние старых знаний 
на процесс формирования новых.

3. Основой творчества и познания мира логика яв-
ляется лишь в той мере, в которой она служит систем-

ной основой для структуризации знаний, для их пере-
дачи.

4. Введение новых понятий должно происходить 
наиболее естественным путем. Процессу введения но-
вого понятия должны сопутствовать не только моти-
вация, целесообразность, разумная интерпретация и 
наводящая ассоциация, но и окончательная неизбеж-
ность его введения в силу стоящих перед наукой задач.

5. Желательно строить ассоциации по сходству на 
основе целесообразности и необходимости введения 
новых понятий. Всякое понятие выделяет некоторый 
класс объектов, удобно подпадающий под обслужива-
емые логикой категории.

6. Вводимые понятия должны работать, нельзя вво-
дить бесполезные категории.

7. Важнее многократного повторения материала 
желание его запомнить и осознание важности его за-
поминания.

8. Осознанное запоминание важнее механическо-
го, лучше всего и прочнее запоминается тот материал, 
над которым учащийся самостоятельно, активно, твор-
чески работает, даже если и не собирается профессио-
нально им заниматься. Особенно хорошо будет запо-
минаться тот материал, с применением которого уча-
щийся самостоятельно решал посильные, но не ша-
блонные задачи, которые тем самым активизировали 
его самостоятельное мышление.

9. Процесс познания противоречив — нечто усваи-
вается, чтобы быть в конце концов переосмысленным.

Принципы когнитивной психологии соответствуют 
практике человеческого познания, автором они выбра-
ны из работ [4], [10]. Совмещение различных методик 
преподавания исследовано в практической деятельно-
сти автора как преподавателя вуза, но вполне возможно 
этот подход перенести на уровень школьника, что опро-
бовано при проведении спецкурса в лицее. 

Используя эти принципы, можно построить мето-
дический подход, позволяющий включить школьника 
в активную познавательную деятельность, основой ко-
торой является постановка и решение отстраненных 
от сиюминутной выгоды проблем и задач. 

Рассмотрим еще некоторые простые, понятные 
школьнику рассуждения и построения на сфере.

Рис. 10. Графические построения к выводу формул  
сферического треугольника
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На рисунке 10 видно, что:
отрезок СD перпендикулярен плоскости ВОА, 
DЕ перпендикулярен АО, 
DF перпендикулярен ОВ, 
ЕН перпендикулярен ОВ, 
DG перпендикулярен ОВ.
Также очевидно, что отрезок СЕ перпендикулярен ОА, 

поскольку лежит в плоскости, перпендикулярной ОА. 
Аналогично, отрезок CF перпендикулярен ОВ. 
Следовательно CD = R•sin b, CF = R•sin a, тогда CD = 

CE •sinA = R •sinb •sin A, CD = CF •sinB = R •sina •sinB.
Приравнивая последние два равенства, получа-

ем теорему синусов для сферических треугольников:  
sina •sinB = sin b •sinA.     

Заметим, что теорема синусов для плоских треу-
гольников имеет вид:  b•sinA = a •sinB, где по прежне-
му А и В обозначают углы, противоположные сторонам 
а и b. Данная аналогия также может быть использова-
на при изложении как наводящая на идею доказатель-
ства.

Земляне сообщают вывод данной формулы Ме-
склинитам и показывают, что вовсе не обязательно 
строить сферический треугольник для того, чтобы по-
лучить его недостающие элементы. При этом вовсе 
не обязательно знать способ вычисления тригономе-
трических функций, поскольку получить значения как 
прямых, так и обратных тригонометрических функций 
можно построением на плоскости с точностью, вполне 
приемлемой для практических целей. Теорема синусов 
для плоских треугольников выводится очень похожим 
способом, в плоском треугольнике разными способа-
ми вычисляется высота, опущенная из одной из вер-
шин, она равна произведению синуса угла, противопо-
ложного высоте, на прилегающую к этому углу сторону.

Вся теория решения плоских треугольников дает 
прозрачный аналоговый материал для построения те-
ории решения сферических треугольников.

Для вывода теоремы косинусов для сторон сфери-
ческого треугольника отрезок OF (рис. 10) вычисляет-
ся двумя способами. С одной стороны он равен катету 
прямоугольного треугольника CFO, FO = R •cosa, с дру-
гой стороны FO=FH+HO. Тогда HO = R •cosb •cosc,    и 
FH=DG, но угол DEG=c, поскольку стороны треугольни-
ков перпендикулярны. Следовательно,  DE • sinc  = FN = 
R • sinb •cosA • sinc. 

В итоге получаем формулу косинусов для стороны 
сферического треугольника: 

R •cosa = R •cosb •cosc + R • sinb • sinc •cosA
Сокращая все на R, окончательно получаем:
cosa = cosb •cosc + sinb • sinc •cosA, 

совершенно аналогично получим еще две формулы:
cosb = cosa •cosc +sina • sinc •cosB; 
cosc = cosa•cosb + sina • sinb•cosC.
Теорема косинусов для углов сферического треу-

гольника получается при замене сторон на их выраже-
ние через углы, а углов на их выражения через сторо-
ны взаимно полярного треугольника.

cos(180º − A) = cos(180º − B ) •cos(180º − C)
+sin(180º − B) • sin(180º − C) •cos(180º − a).
Используя формулы приведения, в итоге получим:
cosA = − cosB •cosC + sinB • sinC•cosa
Аналогично выглядят и формулы для остальных 

углов. Нетрудно понять, что уже приведенных формул 
достаточно для решения любой задачи со сферически-
ми треугольниками. Подставляя одни формулы в дру-
гие, можно получить неограниченное множество дру-
гих формул, в том числе и достаточно полезных для ре-
шения задач сферических треугольников.

В работе М. К. Вентцеля можно найти и другие фор-
мулы, а также множество достаточно простых и инте-
ресных задач [3]. В статьях [1], [2] предложенный спо-
соб изложения приведен полнее, но для студентов ака-
демии водного транспорта.

Познание не идет путями простых выгод. Все же 
наиболее просты в изучении именно абстрактные объ-
екты и их отношения, поскольку они рассматривают 
лишь конечное число отношений и объектов. В прак-
тике могут оказаться важными любые закономерности 
на формальной системе, и если она конечна, то и все 
ее закономерности могут быть изучены. Первые яв-
ные высказывания в пользу генетического подхода мы 
находим еще у Р. Декарта: «Природа гораздо легче по-
знается, когда мы видим ее постепенное развитие, чем 
когда рассматриваем как вполне уже образовавшую-
ся» [5, с. 42].

Элементы генетического подхода, навеянные рабо-
тами [7], [8], гуманитарный подход, основанный на фан-
тастическом романе [6], принципы когнитивной пси-
хологии, сформулированные на основе работ [4], [10], 
взаимно обуславливают форму изложения материала 
и делают его доступным для школьника.

Закладывая в гуманитарную основу наличие геоста-
ционарных спутников у планеты Месклин, можно вве-
сти необходимость обсервации судов на основе поня-
тия изолиний навигационных параметров, что, есте-
ственно, приведет к необходимости введения понятия 
скользящих векторов и операций скалярного и век-
торного произведения над ними.

Данный материал, как показано в статье, прост в из-
ложении, вполне доступен школьникам, если исполь-
зовать сочетание методических подходов. При совре-
менных изменениях, происходящих в образовании — 
переход на концепцию и стандарт профильного об-
учения, а затем на стандарт второго поколения — он 
может и должен стать основой для элективного кур-
са. Такой элективный курс хорошо обеспечит углубле-
ние математических знаний и позволит применить по-
лученные знания в нестандартной ситуации. Его мож-
но рекомендовать для средней школы, хотя начальные 
представления могут быть основой элективного курса 
предпрофильной подготовки в девятом классе. Идеи, 
высказанные в статье, легли в основу спецкурса для 
учеников девятого специализированного физическо-
го класса лицея № 176 г. Новосибирска. Практика веде-
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ния спецкурса показала, что материал действительно 
доступен школьникам.
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ЕДИНЫЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ЭКЗАМЕН

Мнения по поводу того, когда начинать готовиться к ЕГЭ, расходятся. Учителя, например, начинают готовить 
своих подопечных к сдаче единого экзамена с пятого класса. Ученики же порой берутся за голову всего за 
полгода до экзамена. Если подумать, правы и те, и другие.

По-хорошему, подготовку к ЕГЭ лучше начинать с десятого класса. 
Будучи десятиклассником, школьник становится более уверенным в выборе своей будущей специальности и 

может направить все силы на нужные для поступления предметы. А имеющиеся в запасе два года позволят сде-
лать это хорошо и спокойно.

Как правильно готовиться? Способов подготовки к единому государственному экзамену немало. Вариант 
найдется и для лентяя, не желающего лишний раз выходить из дома, и для любителя поучиться, уверенного в 
своих силах.

Учителя всех школ, помимо обязательных уроков проводят дополнительные, во внеучебное время. Такие 
занятия посвящены разбору заданий ЕГЭ. Прелесть таких факультативов в том, что они бесплатные. Главный 
недостаток факультативных занятий — работа в коллективе. Возникает проблема: что-то останется недопонятым. 
Учитель работает на большую аудиторию и не может уделить одному человеку много времени. 

Если школьнику важно не просто набрать проходной, а получить высокий балл и приобрести знания сверх 
школьной программы, то вариант с подготовительными курсами в вузе — для него. Продолжительность 
курсов колеблется от четырех до восьми месяцев. Обычно занятия проходят один-два раза в неделю по четыре 
академических часа (две пары). Стоимость варьируется, также как и продолжительность обучения. 

Всегда есть такие темы, которые любой школьник в силу своей «незрелости» не способен понять. В таком 
случае не обойтись без наставника. Многие школьники отказываются от репетиторов только из-за того, что нынче 
час занятия со знатоком стоит от 500 до 2 000 руб. Стоимость «растет» вместе со стажем работы преподавателя. 
Но опытным учителям есть альтернатива, которая больше привлечет школьников и их родителей, — это 
подрабатывающие студенты. Они не хуже своих старших коллег могут «поднатаскать» ребенка по предмету и 
возьмут за это гораздо меньшую плату.

Самый просто способ найти своему ребенку репетитора — поискать его среди школьных учителей. Многие 
репетиторы расклеивают объявления на улицах или размещают их в интернете. Дистанционный репетитор — 
частный преподаватель, который занимается с учениками на расстоянии при помощи интернета. Такой непривычный 
способ не делает уроки дороже, чем у обычного репетитора.

Готовиться к ЕГЭ можно и самостоятельно. Способы подготовки:
• Решение тестов. В любом книжном магазине можно купить сборник тестов по нужному предмету за  

100–150 руб. Если все-таки деньги тратить не хочется, то можно тренироваться в интернете, решая тесты онлайн.
• Просмотр видеоуроков. Они бесплатные и находятся в интернете в открытом доступе.

Источник: http://www.ctege.info/stati-o-ege/kogda-i-kak-nachinat-podgotovku-k-ege-sovetyi-po-podgotovke-k-ege.
html


